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ЧУРАКОВ Александр Николаевич - кандидат социологических наук, заведующий  кафедрой информационных технологий в социологии Московского государственного социального университета.

Основная идея вероятностных моделей социальных сетей состоит в том, что каждая социальная сеть может быть рассмотрена как реализация x случайного двумерного массива Х. Так как элементы Х являются зависимыми случайными величинами, то можно находить условные вероятности существования взаимодействий между акторами социальной сети, и, следовательно, выявлять типичные структуры и условия возникновения взаимодействий [2]. 

Отметим, что существует еще одно, не рассматриваемое в данной статье,  направление в разработке вероятностных моделей социальных сетей - временные модели, т.е. модели, где конфигурация ребер сети в каждый следующий момент времени зависит от конфигурации ребер на предыдущем этапе. В этом случае модель содержит в качестве зависимых переменных статистики сети Xt+1, определяемые по статистикам сети Xt, где t - номер временного периода. Анализ таких моделей осуществляется с помощью, во-первых, математических методов изучения случайных последовательностей (в том числе цепей Маркова, случайных функций и методов Монте-Карло), во-вторых, анализа временных рядов, и, в-третьих, клеточных автоматов как с дискретными, так и с непрерывными состояниями клеток. Данный подход является одним из основных направлений в активно развивающемся в настоящее время динамическом анализе социальных сетей [1, 3].

Основные определения. Определим социальную сеть как набор из g социальных акторов и r ненаправленных социальных отношений, показывающих как акторы взаимодействуют друг с другом. Обозначим множество акторов как N={1, 2, ... , g}, множество социальных отношений как R={1, ... , r} и множество возможных взаимодействий акторов как T = N ( N. Мы не допускаем взаимодействия актора с самим собой, поэтому ребро i ( i ( T. Пусть для социального отношения задана его сила, которая может принимать целые значения из множества V = {0, 1, ... , C-1}. Тогда каждое социальное отношение может быть задано матрицей X размера g ( g, в которой элемент 




Два ребра социальной сети называются условно зависимыми, если условная вероятность одновременного существования этих ребер, вычисляемая по остальным ребрам сети, не равна произведению условных вероятностей независимого существования этих ребер. Будем называть графом зависимости граф, в котором вершины соответствуют ребрам социальной сети, а ребра связывают все пары условно зависимых ребер данной социальной сети.

Пусть мы имеем некоторое множество А ( Т. Оно определяет последовательность элементов Xij, таких, что Xij = xij для ij ( A и Xij = 0 для ij ( Т-A. Будем обозначать такую последовательность, индуцированную множеством А, как 

.

Анализ взаимодействий с переменной силой. В рассматриваемом случае будем предполагать наличие единственного типа социальных отношений, т.е. r = 1. Определим отношение силы k для k > 0 и 

 как 

. Важность данного определения заключается в том, что с его помощью можно перейти от социального отношения с переменной силой взаимодействия к дихотомическому социальному отношению, где мы использовали логит-модель [1, 4]. По аналогии с ней вычислим логарифм отношения вероятности существования ребра к вероятности его отсутствия: 

 

.

Модель p* для одномерного дихотомического социального отношения в логлинейной форме имеет вид 

, где (’ - транспонированный вектор параметров модели, z(x) - вектор статистик социальной сети, k - линейная функция, нормирующая данное выражение [1]. Рассматриваемую модель можно преобразовать в логит-модель, не включающую функцию k:

 

, 

где 

 - матрица x, в которой элемент 

, а 

 - матрица x, в которой 

 [5, 6]. Непосредственное нахождение оценки параметров данной модели методом максимального правдоподобия является затруднительным в силу сложности вычислений, но в [5] показано, что возможна приближенная оценка параметров методом максимального псевдоправдоподобия с использованием логистической регрессии. Отметим, что несмотря на вынужденное применение в данном случае функции псевдоправдоподобия, при g>10, т.е. уже для весьма небольших социальных сетей, значения стандартных ошибок и оценок параметров, полученных методом максимального псевдоправдоподобия, весьма близки к соответствующим значениям, полученным методом максимального правдоподобия [5, 7].

Для определения параметров модели р* применяется теорема Хаммерсли-Клиффорда, состоящая в том, что для системы из n зависимых переменных Wi, принимающих конечное число значений



, 
(1)

где 

 - функция от значений этих переменных, задаваемых подмножеством 

 множества J = {1, 2, ..., n}, и, если S = (, то значение выражения 

принимается равным 1. Кроме того, 

, если переменные, соответствующие множеству 

, не образуют полный подграф в графе зависимости исходных переменных Wi. При этом подграф, содержащий единственную вершину, считается полным.

В случае социальной сети (т.е. когда вместо переменных Wi мы имеем дихотомическую матрицу Х)  выражение (1) принимает вид 


, 

(2)

где 

 - константа, равная нулю в тех же случаях, что и функция 

. Таким образом теорема Хаммерсли-Клиффорда утверждает, что вероятностная модель для набора случайных переменных Xij зависит только от полных подграфов в графе зависимости. 

Для логит-модели взаимодействий с переменными весами необходимо вычислить отношение вероятности существования ребра с весом k к вероятности отсутствия данного ребра:



. 
(3)

Переход от целочисленной матрицы X к трехмерному бинарному массиву Y выполняется при помощи теоремы, доказанной в [4], и гласящей, что выражение (3) эквивалентно выражению 



,


(4)

где 

 и 

 при 

. Последнее условие означает, что случаи 

 и 

 допустимы по отдельности, но их совместное существование при v (  k невозможно, т.к. одно ребро не может иметь одновременно два веса. Поэтому при   

 выражение 

 считается неопределенным и исключается из системы выражений, задаваемых формулой (4) [4]. 

Обозначим множество P, как подмножество 

, на котором определено значение 

. Тогда для каждого 

 (4) можно представить в виде



,

(5)

где 

 При этом мы имеем, что 

 только в случае k = s. Используя теорему Хаммерсли-Клиффорда, получаем 



, 



(6)

где 

 - вектор параметров, соответствующих каждому 

, а 

 - вектор статистик 

 [4]. 

Покажем, что данное выражение эквивалентно логит-модели для исходной целочисленной матрицы X. С целью упрощения вычислений рассмотрим случай С = 3. Для всех 

 имеем






.

Аналогично 

.

Отсюда получаем 



,

где 

 - вектор параметров 

, а 

 - вектор статистик 

 [4].

Аналогично имеем



.

Таким образом (6) для С = 3 эквивалентно двум логит-моделям для матрицы X. Соответственно, для произвольного С мы будем иметь С - 1 логит-модель.

Функция псевдоправдоподобия для (6) в предположении независимости исходных логит-моделей будет иметь вид



 



.

Логарифм функции псевдоправдоподобия равен



.

Максимум данной функции определяется из условия



.

(7)

Как указывалось выше, подграф Q не может одновременно содержать элементов, соответствующих (st,u) и (st,v) при u ( v, т.е. если 

, то 

 при u ( v. В силу этого суммирование в (7) можно осуществлять отдельно для каждого значения веса взаимодействия [4]. Таким образом (7) преобразуется в набор из С-1 условия для v = 1, ..., C‑1. Теперь мы можем построить логистическую регрессионную модель, рассматривая в качестве зависимой дихотомической переменной 

, а в качестве переменных-предикторов - статистики 

, вычисляемые для каждого подграфа M+(ij,k) социальной сети, для которого предполагается существование полного подграфа в графе зависимости ребер социальной сети. При этом в силу определения этих статистик их значения будут равны для всех изоморфных конфигураций элементов матрицы X, т.е. для случаев, когда один и тот же подграф Т представим как в виде M+(ij,k), так и в виде Q+(st,v), где ij ( st, k ( v. В [8] показано, что в предположениях обязательного наличия общего актора у всех пар условно зависимых ребер и равной вероятности изоморфных направленных графов достаточные статистики модели зависят лишь от ограниченного числа конфигураций социальной сети, а именно, взаимных диад, входных, выходных и смешанных звезд, входных и выходных звезд с взаимностью одного из ребер, циклических и транзитивных триад. В дополнение к этим характеристикам в модель также включается параметр плотности взаимодействий, т.е. склонности акторов устанавливать взаимодействия с определенной интенсивностью.

После нахождения оценок 

 параметров логит-модели можно вычислить предсказываемые моделью значения переменных 

. Сравнивая значения 

 и 

, можно оценить качество аппроксимации. Для этого используются два коэффициента: среднее значение остатков 

 и статистика отношения псевдоправдоподобия 

. Отметим, что с помощью данных коэффициентов может быть также осуществлена проверка статистической значимости каждой характеристики сети, например, транзитивности триад. Для этого сравниваются значения этих коэффициентов для двух моделей, одной, содержащей некоторую характеристику, и второй, не содержащей ее [2, 9]. Пример использования такого метода для выявления значимых характеристик социальной сети будет приведен ниже.

Для представления более сложных моделей социальных сетей можно задать цвет для каждой вершины графа, представляющий статус акторов сети, например, принадлежность к одной семье или к одной профессиональной группе. В этом случае мы имеем блочный случайный граф, где ребра i(j и k(l условно зависимы только в том случае, если вершины i, j, k, l окрашены в один цвет. Соответствующий граф зависимостей будет состоять из набора несвязанных между собой графов, соответствующих каждому цвету. Достаточные статистики для логит-моделей будут произведениями элементов матрицы связности полных подграфов этих графов. С помощью такой модели можно, например, отдельно исследовать условия существования взаимодействий между членами одной семьи для социальной сети, включающей членов нескольких семей [4, 6, 9]. 

Анализ свойств акторов. Следующим шагом в разработке вероятностных моделей социальных сетей является включение в них переменных, описывающих индивидуальные свойства акторов. В этом случае можно либо предсказывать свойства акторов по конфигурациям ребер сети, либо определять вероятности существования взаимодействия между акторами в зависимости от их характеристик. Например, для моделей социального влияния характеристики акторов Ai рассматриваются как переменные-отклики для статистик сети Xij, что позволяет исследовать распространение мнений о конкретных акторах по сети. Обратная ситуация имеет место в случае моделей социального отбора, когда рассматривается распределение ребер у акторов с различными атрибутами. Атрибуты акторов обычно задаются набором дихотомических переменных, принимающих значение 1 в случае, когда данный актор обладает соответствующим свойством, например, является женщиной, и значение 0 - при отсутствии этого свойства. Для ряда вероятностных моделей, в частности, моделей социального отбора, переменные, описывающие атрибуты акторов, могут выражаться целыми или действительными числами. В последнем случае нельзя осуществить переход к набору дихотомических переменных, поэтому в вероятностную модель будут входить выражения вида 

 вместо AiAj.

Значения свойств акторов разбивают множество N на s подмножеств S(k), содержащих акторы с идентичными атрибутами. Например, для двух дихотомических переменных-атрибутов мы будем иметь 4 подмножества. В силу этого можно перейти к новому представлению социальной сети в виде матрицы 

, где S(i) и S(j) - подмножества N, в которые входят соответственно акторы i и j. Каждый элемент матрицы W - это количество диад, в которых акторы принадлежат к подгруппам с соответствующими значениями атрибутов и взаимодействуют с силой k. Отметим, что размерность матрицы W, равная s(s(C, существенно меньше, чем размерность матрицы Y, которая равна g(g(C, что позволяет значительно упростить вид вероятностной модели. Сравнивая коэффициенты таких моделей, построенных для массивов Y и W, мы можем проанализировать связь между атрибутами акторов и статистиками социальной сети, что дает возможность изучать стохастическую эквивалентность акторов, т.е. идентичность поведения акторов в подгруппах. Проверка статистической значимости влияния конкретной переменной-атрибута осуществляется обычным образом, а именно, сравниваются два набора вероятностных моделей, проверяющих значимость характеристик социальной сети, из которых первый набор строится на разбиении множества N, содержащем данный атрибут, а второй - на разбиении, не содержащем его (в этом случае число подмножеств соответственно уменьшается). Разность значений статистик 

 для одинаковых моделей из различных наборов является условной статистикой правдоподобия для проверки гипотезы об отсутствии влияния данного атрибута на соответствующую характеристику социальной сети [2].

Рассмотрим теперь случай направленных взаимодействий. При этом массивы Y и W будет иметь вид 

 и 

. Если задачей исследования социальной сети с направленными ребрами является изучение шаблонов взаимодействий между акторами (задаваемыми массивом Y) или подгруппами акторов со сходными атрибутами (задаваемыми массивом W), то для этого удобно  перейти к представлению социальной сети в виде матриц 

 или 

. Обе матрицы имеют размер С(С и каждый их не расположенный на диагонали элемент является числом диад, вершины которых связаны ребрами силы k и силы l.. Диагональные элементы - это удвоенное число диад, где вершины связаны ребрами силы k. Здесь следует учитывать то, что в силу двух способов задания матрицы V вершины диад могут быть как акторами, так и подгруппами акторов. Отметим, что при построении матрицы V мы предполагаем наличие полной гомогенности акторов и их подмножеств, вследствие чего в соответствующей модели р1 все коэффициенты 

 и она приобретает вид 

, где 

, 

 и 

 [1, 2, 10]. 

Можно построить граф зависимости не только для ребер сети, но и для всего набора переменных вероятностной модели. На основе такого ориентированного графа (т.е. графа, в котором ребра имеют направление) может быть создан новый неориентированный граф, называемый графом зависимости характеристик (moral graph), который строится по следующим правилам: 1) если переменные условно зависимы, то они соединяются ребром; 2) если одна переменная зависит от двух независимых переменных, то эти независимые переменные также соединяются ребром. Полные подграфы графа зависимости характеристик, содержащие зависимую переменную, отвечают набору параметров логит-модели [3]. 

Рассмотрим в качестве примера построения графа зависимости характеристик и создания с его помощью логит-модели проверку гипотезы о высокой вероятности существования ребра между акторами со сходными атрибутами в случае марковской модели социальной сети. Данная гипотеза отвечает следующей структуре зависимостей между переменными: характеристики акторов Yi и Yj независимо влияют на ребро социальной сети Xij. Тогда граф зависимости характеристик будет иметь вид треугольника с вершинами Yi, Yj, Xij. В этом случае возможны только 4 полных подграфа, содержащих зависимую переменную: {Xij},  {Yi, Xij}, {Yj, Xij}, {Yi, Yj, Xij}. Изменения статистик для этих подграфов при замене Xij = 1 на Xij = 0 будут соответственно равны 1, Yi, Yj, YiYj. Отсюда логит-модель для марковской модели данной социальной сети будет иметь вид 



, 

где 

 -  оценка взаимности ребер; 

 и 

 - оценки экспансивности (общительности) и притягательности акторов i и j; 

 - параметр склонности данных акторов к установлению взаимодействия [3].

Анализ когнитивных социальных сетей. Особо отметим применение вероятностных моделей для анализа когнитивных социальных структур. Такие структуры определяются как «набор сетей, отражающих мнение каждого актора о взаимоотношениях всех акторов в сети» [11] и задаются для случая n акторов трехмерной бинарной матрицей X размера n(n(n, где элемент xijk = 1 в случае, когда актор i считает, что есть взаимодействие между акторами j и k, и xijk = 0 во всех остальных случаях. Структуры зависимостей элементов такой матрицы формируются, исходя из гипотез о консенсусе мнений, различных моделей локального согласия акторов и моделей склонности акторов к какому-либо мнению. Возможными исследовательскими вопросами в этом случае являются следующие. Существуют ли тенденции структурного сходства, если оценивающие акторы имеют идентичные атрибуты, позиции или отношения в сети? Насколько точны когнитивные представления акторов о структуре различных взаимодействий сети? Как воспринимаются или оцениваются сбалансированные или иерархические структуры?

Для соответствующего матрице X графа G аналогично вышеописанному может быть построен граф зависимости DG, который состоит из двух компонентов: зависимостей внутри графа оценок, даваемых каждым актором (т.е. внутри каждого слоя трехмерной матрицы Х), и зависимостей между графами оценок. При определении условной зависимости ребер G могут использоваться модели графов Бернулли (полная независимость ребер), р1 (диадная независимость), марковских графов (ребра зависимы, если имеют общего актора), блоковых или групповых эффектов (ребра зависимы, если акторы, считающие, что они существуют, принадлежат к одной группе), эффектов взаимосвязи (ребра зависимы, если акторы, считающие, что они существуют, в свою очередь связаны ребрами). 

Построение вероятностных моделей когнитивных социальных структур и оценка их параметров осуществляется по методам, описанным в [2, 4, 6, 11], и рассмотренным нами ранее в [1]. Логлинейная модель в данном случае имеет вид 

, где 

 - нормирующая константа, 

 - вектор неизвестных весов достаточных статистик z(x), описывающих структуру зависимостей между ребрами графа G. В вышеуказанную модель могут быть включены переменные, описывающие атрибуты акторов, например, можно проанализировать влияние срока работы данного индивида в определенной должности на точность его оценок существования взаимодействий между другими членами этой организации. Дополнительно в модель могут быть включены переменные, отражающие влияние взаимодействий между оценивающими акторами, например, влияние факта знакомства индивидов на согласованность их мнений. 

В случае разнотипных взаимодействий в когнитивных социальных структурах используется вероятностная модель для разнотипных взаимодействий, описанная в [9], предсказывающая вероятность существования ребра одного типа по статистикам, описывающим конфигурации ребер всех типов.  При этом создается и анализируется четырехмерная бинарная матрица, представляющая мнения каждого актора о существовании взаимодействий различных типов между всеми возможными парами других акторов [12]. 

Анализ сетей членства. До сих пор мы рассматривали вероятностные модели социальных сетей с однотипными акторами, как вершинами некоторого графа, причем каждая вершина может быть связана ребрами с любыми другими вершинами. В то же время данные вероятностные модели при некоторых изменениях могут применяться для анализа социальных сетей с разнотипными акторами, в частности, так называемых сетей членства или гиперсетей, которые содержат вершины двух типов, соответствующих акторам и некоторым событиям (организациям, партиям, мероприятиям), к которым принадлежат акторы. При этом две вершины одного типа не могут быть непосредственно связаны ребром, и путь между ними должен проходить через вершину другого типа. Такие социальные сети применяются для изучения структуры членства акторов в некоторых сообществах и анализа взаимодействий этих сообществ, например, различных общественных организациях, политических партиях, этнических группах, клубах и т.д.

Сеть членства задается матрицей связности X размерности g ( h, где g - число акторов, а h - число событий. От этого представления можно перейти к обычной матрице связности графа размерности (g + h) ( (g + h), имеющей вид 

. Также используется представление сети членства в виде матриц размерности g ( g (так называемых матриц совместного членства акторов) 

, в которых элемент 

 равен числу событий, с которыми одновременно связаны акторы i и j. Аналогично вводятся матрицы пересечения событий 

. Поскольку сеть членства может быть описана как набор подмножеств акторов или событий, то она может быть также представлена в виде соответствующего гиперграфа [2]. 

В силу наличия двух типов вершин анализ сетей членства может осуществляться с трех позиций. Во-первых, анализ совместной встречаемости акторов и событий с помощью топологических методов, корреспондентского анализа и построения решеток Галуа, которые будут рассмотрены ниже. Во-вторых, изучение того, какие акторы и свойства акторов связаны с одним и тем же событием или какое событие создает связь между данными акторами (анализ совместного членства акторов). Отметим, что каждое событие, связанное с m акторами, будет создавать 

 связей между акторами. Плотность таких связей для всей сети будет равна 

. В-третьих, изучение того, какие события связаны с одним и тем же актором или какой актор создает связь между данными событиями (анализ пересечения событий) с помощью расчета плотности связей событий 

 по формуле, аналогичной вышеуказанной [2]. 

В двух последних случаях используется мера влияния членства в одной подгруппе на членство в другой подгруппе 

, где 

 - число акторов, принадлежащих к двум подгруппам, 

 - число акторов, не принадлежащих ни к одной из двух подгрупп, 

 и 

 - число акторов, принадлежащих соответственно только к первой или только ко второй подгруппе. Если 

, то акторы - члены одной подгруппы имеют тенденцию быть членами и другой подгруппы. Если 

, то акторы - члены одной подгруппы имеют тенденцию не быть членами другой подгруппы. Если 

, то взаимное влияние групп отсутствует. Альтернативная мера пересечения подгрупп была предложена Бонасичем: 

 при 

. Если 

, то 

 [2, 13, 14].

При построении вероятностной модели сети членства необходимо учитывать, что связь актора с некоторым событием зависит как от связей других акторов с этим событием, так и от связей данного актора с другими событиями. Так как все вершины сети членства могут быть разбиты на две группы (акторы и события) и каждое ребро будет связывать вершины из различных групп, то любые триады в сети членства будут содержать не более двух ребер и состоять либо из двух акторов и одного события либо из двух событий и одного актора. Это существенно упрощает вид соответствующей логит-модели при условии гомогенности сети: 
 

, 
(8)

где 

 - влияние общей плотности ребер сети, 

 и 

- влияние триад с двумя акторами и двумя событиями соответственно, 

 и 

 - изменение числа звезд размера 2 с центральной вершиной - актором или событием соответственно при замене 

 на 

. Отметим, что число таких звезд может быть вычислено непосредственно с помощью формул 

 и 

.  В то же время существенной проблемой рассмотренной модели является то, что устранение условия гомогенности сети с помощью включения в логит-модель (8) дополнительных параметров 

 и 

, входящих в модели p1 (см. [1]), и описывающих соответственно склонность актора к установлению взаимодействия и притягательность актора, приводит к тому, что дополненное выражение (8) будет во многих случаях принимать бесконечные значения [13].  

Наряду с вероятностными моделями для анализа сети членства применяется корреспондентский анализ.  Он позволяет исследовать совместное расположение акторов и событий в некотором многомерном пространстве с числом измерений, меньшим или равным 

. При этом координаты каждого актора в этом пространстве зависят от координат всех событий, с которыми он связан, и координаты каждого события определяются координатами всех связанных с ним акторов. Тем самым можно выявить группы особо активных акторов или событий, а также выделить и исследовать связанные подгруппы акторов. Также для анализа сетей членства могут использоваться топологические методы, в частности, такая сеть может быть представлена как некоторый симплициальный комплекс, для которого могут быть вычислены размерность, связанность подгрупп акторов, эксцентриситет симплексов [2, 15].

Отметим, что еще одним методом изучения связей акторов и событий, а также выделения подгрупп является построение решеток Галуа. Для этого составим граф, в котором каждая вершина помечена парой значений 

, где 

 - некоторое множество акторов, а 

 - некоторое множество событий. Также зададим бинарное отношение 

 

 

, 

. Тогда такой граф будет решеткой Галуа, если существует направленный сверху вниз путь из 

 в 

 между любыми двумя вершинами, для которых выполняется неравенство 

. В силу этого самой верхней вершине будет соответствовать множество всех акторов и множество событий, которые связаны со всеми акторами в сети, а этого самой нижней вершине будет соответствовать множество всех событий и множество акторов, которые связаны со всеми событиями в сети. Важные преимущества решеток Галуа заключаются в возможности перехода к социальной сети с однотипными акторами и визуального определения сложности связей подгрупп. В то же время проблемами данного подхода являются неоднозначность визуального представления таких решеток и недостаточная разработанность математических методов анализа их характеристик [2]. 

Анализ разнотипных взаимодействий. В данном случае мы имеем r направленных дихотомических социальных отношений (1,...,(r, соответствующих каждому типу взаимодействий. Обозначим соответствующие им матрицы связности как X1,...,Xr. Для построения вероятностной модели некоторой композиции социальных отношений необходимо перейти от набора матриц связности для этих взаимодействий к общей матрице связности рассматриваемой композиции отношений. Напомним, что этот переход выполняется с помощью операций пересечения (m ((n  и объединения (m(n отношений (m и (n, задаваемых матрицами



,



 .

В случае, когда акторы разбиты на ряд блоков, структура взаимодействия блоков r и s описывается матрицей 

, где индикаторная переменная 

 [1, 9].

Далее будем исходить из ставших стандартными для моделей р* предположений, что условно зависимые ребра обязательно имеют общего актора и изоморфные графы имеют равную вероятность существования. Объединяя условия, накладываемые на полные подграфы в графе зависимости необходимостью учета в данной модели эффектов позиций акторов, взаимности ребер, диадного обмена, соединения ролей акторов и связи типов взаимодействий пары акторов, получим, что в классе марковских мультиграфов максимальные клики будут либо многотипными триадами вида 

{(i, j, 1), ... , (i, j, r), (j, k, 1), ... , (j, k, r),

(k, i, 1), ... , (k, i, r), (j, i, 1), ... , (j, i, r), 

(j, k, 1), ... , (j, k, r), (i, k, 1), ... , (i, k, r)} 

либо многотипными звездами вида 

{(1, i, 1), ... , (1, i, r), ... , (g, i, 1), ... , (g, i, r),

(i, 1, 1), ... , (i, 1, r) , ... , (i, g, 1), ... , (i, g, r)}. 

В силу этого достаточные статистики, соответствующие полному подграфу А в графе зависимости D для анализируемой социальной сети, будут иметь вид 

. Отсюда основное равенство теоремы Хаммерсли-Клиффорда может быть представлено как



, где

А, В - полные подграфы в D,



 - нормирующая константа,

ND={(i, j, m); i, j(N, i ( j; m(R} - множество вершин графа зависимости D [9].

Схема построения модели р* для разнотипных взаимодействий и оценки ее параметров методом максимального псевдоправдоподобия была ранее описана нами в [1]. Проверка статистической значимости каждой характеристики сети осуществляется по описанной выше методике сравнения значений средних остатков и/или статистики 

 для двух моделей, из которых одна содержит данную характеристику, а вторая - нет [1, 9]. 

Рассмотрим пример использования модели р* для разнотипных направленных взаимодействий на социальной сети брачных и экономических отношений групп семей флорентийской элиты начала XV века. Вначале 92 семьи были с помощью алгоритма CONCOR разбиты на 33 группы, затем была построена сеть взаимодействий между группами, при этом взаимодействия внутри групп игнорировались [2, 9, 16]. Брачные и экономические отношения будем обозначать как (M и (B, а  соответствующие им матрицы - М и В. Направление ребер соответствует для брачных отношений направлению перехода невесты из одной семьи в другую, а для экономических отношений - участию членов данной семьи в предприятиях другой семьи.

В таблице 1 представлены полученные результаты для шести групп моделей. Модели 1а и 1б являются моделями с независимыми ребрами и учитывают только число выборов данного актора. Модель 2 дополнительно учитывает вероятность условной зависимости ребер (B и (M, что очень незначительно улучшает точность аппроксимации. Модель 3а добавляет к модели 1а эффект взаимности между ребрами каждого социального отношения, т.е. имеются взаимные брачные связи или взаимные экономические контакты, а модель 3б также учитывает эффект диадного обмена, т.е. женитьба представителя одной группы семей на девушке из другой группы сопровождается участием родных невесты в коммерческих предприятиях родных жениха. Из таблицы 1 следует, что учет эффекта взаимности существенно улучшает качество модели 1а, в отличие от эффекта диадного обмена.  
В модели 4 проверяется гипотеза о том, что ребро любого типа из i в j может условно зависеть от ребер произвольных типов из j в некоторую вершину k, т.е. анализируется влияние путей длины 2. Модель 5а дополнительно предполагает парные условные зависимости между ребрами i(j, j(k и i(k любых типов, а модель 5б учитывает такие транзитивные отношения только для сети экономических взаимодействий. Из таблицы 1 следует, что учет влияния разнородных циклов и транзитивных взаимодействий оказывает существенное влияние на точность аппроксимации. В то же время транзитивность брачных отношений оказывает незначительное воздействие на качество модели [9]. 

В заключительном наборе моделей исследуется возможность существования структурных различий между ребрами, соответствующими присоединению данного актора к какой-либо партии. В этом случае отдельно рассматриваются ребра между группами, тяготеющими к семье Медичи (блок 1), ребра между другими группами (блок 2) и ребра, пересекающие границу между этими двумя блоками. Модель 6а дополнительно к модели 5б учитывает плотности различных групп ребер. Модель 6б допускает различные оценки параметров смешанных выходных звезд для вышеуказанных трех групп ребер. Модель 6в учитывает гетерогенность параметров смешанных путей длины 2. Модель 6г учитывает гетерогенность между блоками для параметров путей, содержащих два «брачных» ребра. Из таблицы 1 вытекает, что наилучшей моделью является модель 6г. Оценки параметров данной модели приведены в таблице 2.

Из таблицы 2 следует, что существует тенденция к взаимности экономических отношений, которая объясняется такой формой деловых контактов, как партнерство. Также отметим, что брачные ребра чаще возникают тогда, когда они завершают цикл из трех брачных ребер. Можно с достаточной степенью уверенности утверждать, что такие циклы служат развитию и упрочнению структуры взаимоотношений олигархов. В то же время пути, в которых выходящее брачное ребро соседствует с входящим экономическим ребром, уменьшают вероятность существования всей структуры. Также уменьшают вероятность гомогенные брачные входные и выходные звезды. Оценки параметров звезд указывают на доминирование гетерогенных звезд, в которых несколько групп семей имеют брачные отношения с одной группой, а экономические отношения - с другой [9]. Параметры плотности ребер в блоках указывают на существенное увеличение вероятности существования брачных ребер внутри блока Медичи. Этот эффект существенно меньше для остальных групп семей, а брачные взаимодействия между двумя блоками маловероятны. Таким образом, мы можем видеть, как семейство Медичи мобилизует сетевые ресурсы и укрепляет свой блок с помощью браков. Данный пример показывает эффективность применения вероятностных моделей социальных сетей для анализа, объяснения и предсказания различных социальных явлений и процессов. 

В заключение отметим, что несмотря на активное развитие вероятностных подходов для анализа и моделирования социальных сетей, до сих пор недостаточно разработанной остается проблематика вероятностных моделей разнотипных взаимодействий с переменной силой, блоковых моделей для взаимодействий с переменной силой, анализа индивидуальных и групповых свойств акторов и их влияния на структуру социальной сети, динамических и лонгитюдных моделей, анализа влияния системы принятых норм на структуру взаимодействий. Особо важными представляются задачи построения вероятностных моделей для социальной сети с пропусками в данных и определения наилучших методов заполнения пропущенных значений, поскольку вышеуказанные задачи являются типичными для анализа социальных сетей, построенных по результатам опроса респондентов. 

Таблица 1. 

Результаты аппроксимации для различных моделей

	Модель
	Число параметров
	GPL2
	Средние остатки

	1а
	2
	487,2
	0,048

	1б
	1
	487,9
	0,048

	2
	3
	486,8
	0,048

	3а
	3
	323,2
	0,032

	3б
	4
	323,0
	0,032

	4
	11
	277,9
	0,029

	5а
	18
	243,7
	0,026

	5б
	17
	246,3
	0,026

	6а
	21
	227,9
	0,026

	6б
	23
	226,7
	0,026

	6в
	23
	225,2
	0,026

	6г
	23
	217,0
	0,025


Таблица 2. 

Оценки параметров для модели 6г

	Параметры модели
	Матричное представление
	(
	Стандартная ошибка

	Пути длины 1
	M
	-5,17
	1,02

	(выбор)
	B
	-7,37
	1,25

	Циклы длины 2
	M(M’
	0,95
	0,94

	(взаимность и обмен)
	B(B’
	10,33
	1,72

	
	M(B’
	0,65
	1,08

	Пути длины 2
	MM
	0,66
	0,32

	
	MB
	0,16
	0,38

	
	BM
	-0,84
	0,37

	
	BB
	1,26
	0,95

	Циклы длины 3
	MM(M’
	2,12
	0,61

	
	MB(M’
	-0,35
	0,85

	Звезды размера 2
	MM’
	-1,55
	0,37

	
	M’M
	-0,43
	0,20

	
	BB’
	-1,53
	1,08

	
	B’B
	-0,85
	0,99

	
	MB’
	-0,14
	0,36

	
	M’B
	0,92
	0,35

	Пути в М длины 1 в блоке 1
	


	3,71
	1,12

	Пути в М длины 1 между блоками
	


	-4,67
	1,92

	Пути в М длины 1 в блоке 2
	


	0,96
	

	Пути в В длины 1 в блоке 1
	


	0,70
	1,06

	Пути в В длины 1 между блоками
	


	-0,80
	0,87

	Пути в В длины 1 в блоке 2
	


	0,10
	

	Пути в ММ длины 2 в блоке 1
	


	-1,33
	0,46

	Пути в ММ длины 2 между блоками
	


	1,08
	0,44

	Пути в ММ длины 2 в блоке 2
	


	0,25
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� Анализ социальных сетей (social network analysis) - новое научное направление в западной социологии, изучающее различные взаимодействия между социальными объектами (акторами), и находящееся на стыке математической и компьютерной социологии. В предыдущей публикации была рассмотрена специфика анализа социальных сетей, основные подходы к их исследованию, а также наиболее часто используемые математические методы [1]. В силу ограниченности объема публикации был опущен ряд разделов, относящихся к вероятностным моделям социальных сетей, в частности, анализ взаимодействий с переменной силой, когнитивных структур, сетей членства и разнотипных взаимодействий. Настоящая статья призвана восполнить указанный пробел и дать российским социологам представление об этих активно развивающихся математических методах анализа социальных сетей.
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